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ABSTRAK
Aljabar maks-plus merupakan suatu himpunan semua bilangan real R U {€}, e = —oo, yang dilengkapi dengan
dua operasi maksimum (€p) dan operasi plus (®). Dalam aljabar maks-plus dikembangkan penelitian mengenai
sistem persamaan linear. Disamping aljabar maks-plus, dikembangkan juga penelitian mengenai aljabar min-plus.
Aljabar min-plus merupakan himpunan R U {¢'}, &' = 4+o0. Aljabar min-plus dinotasikan dengan R,,;, =
(R, ®',®). Sistem persamaan linear juga dibahas dalam aljabar min-plus. Aljabar min-plus diperluas menjadi
aljabar min-plus interval, aljabar min-plus interval adalah himpunan I(R),,;, yang didefinisikan sebagai
I(R)pmin = {x = [x,%]|%, % € Rypin, x <X < &'} U{[’,€']}. Aljabar min-plus interval dilengkapi dengan
operasi @ dan ®, untuk setiap x,y € I(R) s, didefinisikan x @'y =[x @'y, X @'y], danx @y = [x ®
vy,x @ y]. Penelitian ini menggunakan metode penelitian kepustakaan, yakni mengumpulkan berbagai literatur

pendukung yang bersumber dari jurnal, artikel yang berhubungan dengan aljabar min-plus. Disamping itu
dipelajari juga konsep dasar aljabar min-plus, mempelajari cara menentukan penyelesaian sistem persamaan linear
dalam aljabar min-plus, dan mempelajari matriks interval atas aljabar min-plus interval. Dalam penelitian ini akan
dibahas mengenai eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem persamaan linear dalam aljabar min-plus
interval.

Kata Kunci: Aljabar Min-Plus Interval, Sistem Persamaan Linear, Eksistensi, Ketunggalan Penyelesaian
ABSTRACT

The max-plus algebra is a set of all real numbers R U {e},e = —oo, equipped with two operations, maximum
() and plus (). In max-plus algebra, research has been developed regarding systems of linear equations. In
addition to max-plus algebra, research has also been developed regarding min-plus algebra. Min-plus algebra is
a set RU {&'}, where ¢ = 4oco. Min-plus algebra is denoted by R,,;, = (R,,B ', ®). Systems of linear
equations are also discussed in min-plus algebra. Min-plus algebra is extended to min-plus interval algebra,
which is a set I(R),n;, defined as I(R)pim = {x = [x,%]|x, X € Ry, x <x < e’} U {[€',€']}. The min-plus
interval algebra is equipped with operations @’ and ® , for every x,y € I(R)n, defined as x @'y =
x® y,x®' Y], andx @ y = [x ® y,X ® y]. This study uses the literature research method, which collects

various supporting literature from journals and articles related to min-plus algebra. In addition, it also studies
the basic concepts of min-plus algebra, learns how to determine the solutions of systems of linear equations in
min-plus algebra, and studies interval matrices over min-plus interval algebra. This research will discuss the
existence and uniqueness of solutions of systems of linear equations in min-plus interval algebra.
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PENDAHULUAN
Aljabar min-plus atas R merupakan himpunan R,, yang dilengkapi dengan operasi

minimum dan operasi penjumlahan yang dinotasikan dengan @’ dan @ dalam penelitian yang
dibahas oleh Watanabe dan Watanabe [7]. Dalam aljabar min-plus dipelajari juga matriks atas
aljabar min-plus. Matriks atas aljabar min-plus juga dibahas oleh Watanabe dan Watanabe [7],
notasi R7™>™, m € M,n € N sebagai himpunan semua matriks berukuran m x n dengan entri-
entri elemen R,,.

Aljabar min-plus juga membahas mengenai sistem persamaan linear, penyelesaian sistem
persamaan linear A ® x = b dengan matriks A = (a;;) € R{*™ dan b = (by, ..., b;y) € RY
seperti yang dibahas oleh Musthofa [5].

Aljabar min-plus diperluas menjadi aljabar min-plus interval yang dibahas dalam
penelitian yang dilakukan oleh Awallia [1], himpunan I(R),,;, yang didefinisikan I(R),in =
{x = [x,x]|x, % € Ry, x <% < '} U {[e, &']}. Aljabar min-plus interval dilengkapi dengan
operasi @' dan ®.

Pada penelitian Umar [6], aljabar min-plus interval dibahas juga matriks atas aljabar min-
plus interval. Matriks atas aljabar min-plus interval yang didefinisikan I(R)7*™ := {4 =
(AipIAij € I(R)pin, untuk i ={1,2,..,m},j = {1,2,..,n}. Dalam penelitian Fauziah [3]
dibahas mengenai eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem persamaan linear dalam
aljabar min-plus. Penelitian ini akan membahas mengenai eksistensi dan ketunggalan
penyelesaian sistem persamaan linear yang akan diimplementasikan dalam aljabar min-plus
interval dengan menganalisis dan melakukan eksperimen pada persamaan dalam aljabar min-

plus.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian kepustakaan
(library research) atau kajian pustaka, yakni mengumpulkan berbagai literatur pendukung
yang bersumber dari artikel, jurnal, dan lainnya yang berhubungan dengan konsep dasar aljabar
min-plus, mempelajari cara menentukan penyelesaian sistem persamaan linear dalam aljabar
min-plus, dan mempelajari matriks interval atas aljabar min-plus interval. Sehingga akan
didapatkan eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem persamaan linear dalam aljabar

min-plus interval.
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HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Untuk menemukan sistem persamaan linear dalam ajabar min-plus interval dapat
mengikuti metode dalam penelitian Fauziah [3] mengenai sistem persamaan linear dalam
aljabar min-plus.

Diberikan sistem persamaan sebagai berikut

AQRQRx=b>b

dengan matriks A = (a;;) € R{" dan b = (by, ..., by,) € RY.

Dalam operasi minimum (") dan operasi penjumlahan (&) pada matriks dan vektor
dalam aljabar min-plus diterapkan dengan cara yang sama pada aljabar linear konvesional.
Oleh karena itu, dapat ditulis sebagai berikut

a1 Az 7t Qg X1 by
Qz1 Qpp - Ayj X3 b
2 .
. . H : ® M = . ,l E M
a1 Qi 4 Xj b,

[(an Qx) B (a2 ®x3) B B (a1, ® xj)] b,
l(a21 ® x1) B (az; ® 3:52) DD (a5 ® xj)l _ b:2 ieMm.
| (0 ® ) ® (@, ® %) & @ (a;;®x) | b
Oleh karena itu, untuk i € M,j € NNM ={1,...,m}, dan N = {1, ...,n} sistem persamaan

linear dapat ditulis
=1 (@ @ x;) = b;
minjzl,_._,n(al-]- + xj) = b;.
Selanjutnya dilakukan pengurangan b; pada kedua sisi maka sistem persamaan menjadi
minjzl,_._ln(aij —b; + xj) = 0.
Misalkan matriks A = (a@;;) = (a;; — b;), kemudian didapatkan sistem persamaan baru
dimana sisi kanan sistem sama dengan 0, yaitu
AR x =0.
Kemudian dapat dikatakan bahwa sistem dinormalisasi dan proses ini disebut normalisasi. Jika

diberikan matriks diagonal B

_b1 8’ E’ E’
! ! !
. £ -b, & ¢
B = diag(—by,—by, ..., —by) = ., ) .
£ £ . &
g & & by

Maka didapatkan
ARQx=BQRAR®x=0.
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Oleh karena itu, dapat diketahui bahwa A4 ® x ekuivalen dengan B ® A ® x dan diperoleh
matriks A = B ® A.

mxn
Py ) b =

Selanjutnya jika diberikan suatu sistem A ® x = b dengan A4 = (a;;) € I(R)
(by, .., by) € I(R)Z,N = {1, ...,n}, dan M = {1, ..,m}. Maka dapat dijelaskan beberapa
definisi sebagai berikut
Definisi 1. Diberikan sistem persamaan A @ x = b dimana A € I(R)">" dan b € I(R)™,
didefinisikan S(4,b) = (x e (R)}|A® x = b, A ® X = b}

Definisi 2. Diberikan sistem persamaan A @ x = b dimana A € I(R)7™ dan b € I(R)7/,
A~[A4],b~[bb],M={12..,m} dan N = {12,...,n} didefinisikan

i S(ADb)={xel®|x~[x,x]2x€S(4b),XxESAD)} VEN

=D

. = (%7, X, -, %) € I(R), dengan X, = —min;ey (A;; — b;),Vj € N dan
%= (g %, x;) € I(R)?, dengan £, = —min;ey (Aij - bi),Vj €N.

Sebagian besar sistem persamaan linear menggunakan matriks dengan setidaknya satu
entri berhingga di setiap baris atau kolom. Sehingga bisa dijelaskan dalam definisi berikut.
Definisi 3. Diberikan matriks A € I(R)7*", dengan A =~ [4, A] matriks I (R)-astik ganda jika
dan hanya jika A matriks R-astik ganda.

Teorema 1. x € S(4, b) jika dan hanya jika
). x> Xxdan
ii). Ujen, Mj(4,b) = M dimana N, = {j € N|x; = £;} dan Ujen, M;(4,b) = M dimana

Nxz = {j € N|x; = x;}.

Berdasarkan Teorema 1. muncul dua akibat, yaitu tentang eksistensi dan ketunggalan
penyelesaian.
Akibat 1. Diketahui A € I(R)77*™ matriks I (R)-astik ganda dan b € I(R)™, tiga pernyataan
berikut ekuivalen

i). S(4,b) # 0,

ii). x € S(4,b),

iii). Ujen M;(4,b) = M dan Ujey M;(4,b) = M.
Akibat 2. Diketahui A € I(R)Z7*™ matriks I(R)-astik ganda, b € I(R)™dan x = [x, x].
Himpunan S(A4, b) = {x} jika dan hanya jika

i). Ujen Mj(4,b) = M dan Ujey M;(4,b) = M,
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ii). Ujens M;(4,b) # M untuk setiap N’ € N,N' # N dan U;cy» M;(A,b) = M untuk

setiap N < N,N" = N.
Contoh :

Diberikan sistem persamaan linear

(121 [24] [351] [[46]
[~ 10] [4,5] [2,4] ® x = [[5,6]
[ OI3 1 [6'9]
Misalkan 4 = | [—1,0] x =~ [x,x] =|[*2|, |xz||danb =|[5.6]|.
[6,8] *3]  |xs [6,9]
Sistem persamaan linear tersebut memiliki 2 penyelesaian sebagai berikut,
1 2 3 4 -4 & ¢
I. Misalkan A =|—-1 4 2|danb = [5|. Ambil matriks B = |’ -5 g'].
6 0 3 6 e & -6
—4 & & 1 2 3] -3 -2
Sehingga didapat B® A =|¢' -5 s’]@[—l 4 2| = [—6 -1
g 6 0 3. 0 -6
—4 & ¢
danB®b =" -5 e
e &

diperoleh SPL yang dinormallsa5|, yaitu

-2 -1 X1 0
[BRQAx=BRb=|-6 -1 —3]@ X2 =H
-6 -3 0

X3
SPL yang dinormalisasi memiliki tiga persamaan, yaitu

o min{-3+1x,-2+1,-1+x5}=0

o) min{—6+ﬁ,—1 +ﬁ,—3 +§} =0

o min{ﬂ,—6 + x2,—3 +§} =0
dari persamaan diatas, dimisalkan (x1,x, x3) merupakan solusi

permasalahan tersebut, maka didapat
o —3+4+x%x,=20-24+x%,=>20-1+x3=>0

X1 23,x, 22,x3=>3
@) —6+x120,—1+xZZO,—3+X320
X1 =26,x, >21,x3=>3

o x1=20,-6+x,=>20,-3+x3=>0
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X1 =20,x; 26,x3 >3

Dari tiga persamaan diatas, hitung x;, x,, x5 agar bisa memenuhi syarat

X 23,%26x20

Oleh karena itu, = maks(3,6,0) = —min(—3,—6,0) = ﬁ
maka didapat solusi X3 =—6

Xz > 2,& = 1,& =6
Oleh karena itu, Xy = maks(2,1,6) = —min(—-2,—1,—6) = E
maka didapat solusi x, = —6

X321,x3 23,323
Oleh karena itu, X3 =2 maks(1,3,3) = —min(—1,-3,-3) = f‘_g,

maka didapat solusi x; = —3

-3 -2 -11 |2
Sehingga untuk SPL aljabar min-plus interval \—6 -1 —3] & [*2
0 -6 -3

-6
didapat penyelesaian tunggal [—6].

-3
2 4 5 I _[-6 & ¢
Misalkan A =|0 5 4|danb =|6|. Ambil matriks B =|¢’ —6 ¢£'|.
8 3 6 9 g & -9
__ [-6 €& ¢ 2 45 -4 -2 -1
Sehinggadidapat BQ A= |’ -6 &'|®[0 5 4|=|-6 -1 =2
g & -9 8 3 6 -1 -6 -3

__ -6 €& ¢ 6 0
danB® b = [e’ —6 e’] X [6] = [O]
g & -9 9 0

diperoleh SPL yang dinormalkan, yaitu

L __ -4 =2 -11 |[%| o
[B®A]Y=B®b(:>[—6 -1 —2]®x_2 =H
-1 -6 =31 |x| lo

SPL yang dinormalkan memiliki tiga persamaan, yaitu

o min{—4+x;,-2+%x,—-1+x3}=0
o min{—-6+x;,—-1+%x;,-2+x3}=0
o min{—-1+%x;,-6+%x;,-3+x3}=0
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dari persamaan diatas, dimisalkan (xq, x5, x3) merupakan solusi dari
permasalahan tersebut, maka didapat
o —4+x20,-24+%2=20-14+%=0
X =4%=22,%2=>1
o —6+x=20,-14+%,=20-24+%;=0
X1 =26x=>1,% =2
o —=1+x20,-6+%,=>20,-3+%x3=0
X =21,%2>26,x32=3
Dari tiga persamaan diatas, hitung x;, x,, x5 agar bisa memenuhi syarat
X1 =24x=26x=>1
Oleh karena itu, x; = maks(4,6,1) = —min(—4,—6,—1) = x;
maka didapat solusi x; = —6
X, 22,x,=21,x,>6
Oleh karena itu, x, = maks(2,1,6) = —min(—2,—1,—6) = x,
maka didapat solusi x, = —6
X3 =2 1,x3=2,x3>3
Oleh karena itu, X3 = maks(1,2,3) = —min(—1,-2,—3) = x5

maka didapat solusi x; = —3

[

-4 -2 -1 x 6
Sehingga untuk SPL aljabar min-plus interval [—6 -1 —2] x| = [6]
-1 -6 =31 x| 19

-6
didapat penyelesaian tunggal [—6]
-3

Jadi, sistem persamaan linear

[1,2] [2,4] [3,5] [4,6]

[-1,0] [45] [24]|® x =|[5,6]

[68]  [0,3] [3.6] [6,9]
[—6, 6]
mempunyai penyelesaian tunggal yaitu x = |[[—6, —6]|.
[-3,-3]

KESIMPULAN DAN SARAN

Hasil dan pembahasan menunjukkan bahwa terdapat solusi aljabar min-plus interval
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear.
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